La stabilite du Kink interne dans les configurations helicoidales de
  grand rapport d'aspect (hx<<1) by Soulé, Jean-Louis
ar
X
iv
:1
00
1.
15
19
v1
  [
ph
ys
ics
.pl
as
m-
ph
]  
10
 Ja
n 2
01
0
La stabilite´ du Kink interne dans les configurations he´lico¨ıdales de grand rapport
d’aspect hx≪ 1
Jean-Louis Soule´ Mars 1980 1
Association Euratom-CEA, CEN-FAR
Abstract
We get the general expression for the stability criterion with respect to the internal kink under helicoidal
discharges, if one assumes that the helicity is finite and the aspect ratio is large (hx≪ 1).
We show that the helicity relative to the cylindric geometry has a stabilizing effect. This effect can be
greater than the toric effect, when the helicoidal pitch is smaller that the toric radius.
Re´sume´
On e´tablit l’expression ge´ne´rale du crite`re de stabilite´ relatif au kink interne pour les de´charges he´lico¨ıdales,
dans l’hypothe`se d’une he´licite´ finie et d’un grand rapport d’aspect (hx≪ 1).
On montre l’effet stabilisant de l’he´licite´ par re´fe´rence a` la ge´ome´trie cylindrique. Cet effet peut eˆtre plus
important que l’effet torique, lorsque le pas he´lico¨ıdal est plus petit que le rayon torique.
Introduction
La stabilite´ du kink interne a de´ja` e´te´ e´tudie´e (dans le cadre de la MHD ide´ale) pour diffe´rentes config-
urations, en conside´rant comme un petit parame`tre l’e´cart a` la ge´ome´trie droite infinie. On a ainsi traite´ la
ge´ome´trie droite finie et circulaire [], la ge´ome´trie droite infinie non circulaire [], la ge´ome´trie torique finie
[]. Dans toutes ces situations, il s’agit d’e´quilibres posse´dant une invariance par de´placement. Dans ce cas il
restait a` traiter la ge´ome´trie he´lico¨ıdale de pas fini (et grand), ce qui est l’objet de ce travail. Pour l’essentiel,
la me´thode utilise´e reste la meˆme que pre´ce´demment []; elle sera rappele´e au fur et a` mesure de son emploi.
Pre´cisons que nous nous contenterons d’e´tablir l’expression de l’e´nergie propre du mode, le traitement de la
couche et le calcul du taux de croissance restant identique a` celui de la configuration torique (ve´rifier ξϕ).
Les coordonne´es he´lico¨ıdales
(Indiquer les notations de Mercier.) A partir du syste`me direct de coordonne´es polaires r, ϕ, z on forme
le syste`me :
r = r u = hϕ+ ℓz v = −ℓϕ+ hz
ou` les constantes h et ℓ sont normalise´es par h2 + ℓ2 = 1 (avec h > 0; ℓ > 0 ou ℓ < 0). Chaque he´lice (H)
de´finie par r = cte, v = cte sera un lieu d’invariance pour l’e´quilibre (z est normalise´ par r0). Sa transforme´e
rotationnelle est hℓ . Elle a pour pe´riode en z 2π
ℓ
h , en u
2π
h . (H) est droite pour ℓ positif, gauche pour ℓ
ne´gatif (axe magne´tique). La ne´cessite´ d’introduire des pre´cisions (cf. Annexe A) provient essentiellement
du fait que le syste`me r, u, v n’est pas orthogonal. On utilisera une base de vecteurs orthogonaux, obtenue
en remplac¸ant ~∇u par un vecteur ~U = ~∇u−K~∇u tangent a` H . La difficulte´ est alors en partie reporte´e et
1 J’ai trouve´ les notes ci-dessous dans les papiers de mon pe`re apre`s son de´ce`s. Elles ont e´te´ tape´es a` l’Institut des Hautes
Etudes Scientifiques, Bures-sur-Yvette. Je remercie G.Laval et M.Vittot pour leurs conseils et la lecture de ce texte.
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se retrouve dans le fait que ~U n’est pas un gradient : on a rot ~U = 2hℓ
~U
h2+ℓ2r2 . Pour simplifier au maximum les
calculs, il y a inte´reˆt a` effectuer deux autres modifications :
1) renormaliser la variable r pour simplifier la me´trique. On posera x =
∫ r
1
|∇v| dr, ce qui donne :
dℓ2 =
1
|∇v|2
(dx2 + dv2) +
(
~U · ~dℓ
U
)2
2) introduire des coordonne´es et des vecteurs complexes :
S =
x− iv
2
t =
x+ iv
2
~S = ~∇x+ i ~∇v
~T = ~∇x− i ~∇v
Equilibres he´lico¨ıdaux
Dans le syste`me de coordonne´es x, u, v, l’e´quation du flux polo¨ıdal s’e´crit :
(1) V 2LF + 2hℓU2f(F ) + f
df
dF
+
1
U2
dp
dF
= 0
ou`
(2) LF =
∂2F
∂x2
+
∂2F
∂v2
− h2
U
v2
∂F
∂x
V 2LF =
1
U2
div(U2) ∼ ∆U .
Solution Ge´ne´rale. Le champ2 se mettant sous la forme :
(3) ~B = f(F ) ~U + ~U × ~∇F
on choisit l’unite´ de longueur pour que l’axe magne´tique corresponde a` r = 1 (x = 0) et v = 0.
On supposera dore´navant que |x| et |v| restent petits dans la zone concerne´e |x| ∼ |v| = 0(ε)≪ 1. Ainsi
U , V et r resteront voisins de l’unite´. L’ordering est standard. On a : x et v d’ordre ε, f d’ordre 1, F d’ordre
ε2 (donc ∇F et Bp d’ordre ε)
dp
dF d’ordre 1,
df
dF d’ordre 1. Les de´rivations en x ou v abaissent les quantite´s
d’un ordre. Au point de vue signe, f est positif, F est de´croissant a` partir de l’axe. Les lignes magne´tiques
sont des he´lices gauches pour q > 0 (cf. Annexe D). Une perturbation a` k > 0 est une he´lice gauche.
Finalement hℓk est ne´gatif lorsque les lignes de champ tournent dans le meˆme sens que l’axe magne´tique.
On peut de´terminer aux deux premiers ordres (Annexe B) des familles d’e´quilibres a` “cercles” de´centre´s
(ce ne sont pas re´ellement des cercles mais des ellipses parce que x et v ne sont pas exactement des longueurs).
[(Autre ordering, cf. Annexe B.) En fait
|x|h < 1
|v|h < 1
∣∣∣∣hℓx suffit (cf. les termes correctifs de l’e´quilibre) d’ou`
ordering des termes non circulaire de l’e´quilibre.]
A partir de l’expression du de´centrement, on peut de´duire celle de la modulation du champ polo¨ıdal le
long d’une surface magne´tique. Aux deux premiers ordres on a :
|Bp| ∼ |Bp|0 · [1 + λh
2ρ cos θ]
2Le champ de re´fe´rence B = U comporte un courant (sans force). On pourrait prendre un champ de re´fe´rence sans courant
(par exemple B = ∇u) mais la pre´sence d’une composante polo¨ıdale impliquerait les choses.
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ou` p et θ sont les coordonne´es polaires de la section et
λ+ 1 =
∫ 1
0
z3dz {Q2 − (4δ Q}+
∫ 1
0
2z dz P .
On a q = ρfBp , z =
ρ
ρ1
, ρ1, q1 et p1 e´tant les valeurs de ρ, q et p sur la surface conside´re´e
p−p1
B2p/2
= P , Q = q1q ,
hℓq1 = δ.
Pour la suite, on introduira le coefficient de modulation “re´duit” de´fini par :
λ˜ = λ+
3
4
+ δ
∥∥ λ˜ = ∫ 1
0
z3dz{Q2 − 1− 4δ(Q = 1)}+
∫ 1
0
2z dz P
λ˜ est nul si p et q sont constants.
Coordonne´es intrinse`ques
On peut mettre le champ d’un e´quilibre donne´ he´lico¨ıdal sous la forme
~B = ∇ [ϕ− q(F )χ]×∇F
ou` χ est inde´pendant de ϕ et multivoque (0, 2π) [Hamada]. De ~U = ~∇u−K~V on tire B = ∇u×∇F + f ~U −
K~V × ~∇F . Donc on doit avoir [si u = ϕ] −∇(qχ)×∇F = f ~U −K~V × ~∇F . En multipliant par ~U :
Bp∇|qχ| = f U
2 +K V ·Bp = J = B∇ϕ .
Dans le Jacobian J , KV · Bp est du 2
e ordre devant fU2. [Le chouia fU2 correspond au fait que u n’est
pas au de´part exactement e´gal a` la coordonne´e d’Hamada ϕ telle que χ = ϕ − qθ.] Dans le syste`me de
coordonne´es intrinse`ques F, ϕ, χ on a :
B∇ψ = J
(
∂ψ
∂ϕ
+
1
q
∂ψ
∂χ
)
on a dτ = dF dϕ dχ∇F ·∇ϕ×∇χ avec ∇F · ∇ϕ×∇χ = ∇F ·U ×∇χ. D’ou` dτ = −
q
J dF · dµ dχ. Si on remplace F par
µ de´fini par − qf dF = µ dµ, on obtient : dτ =
f
J µ dµ du d. L’e´le´ment de longueur de l’he´lice est
du
U , donc
l’e´le´ment d’aire orthogonale a` ~U est UfJ µ dµ dχ.
Dans le cas des e´quilibres a` cercles de´centre´s, on peut obtenir aux deux premiers ordres la formule de
changement de coordonne´es x, u, v → µ, u, χ. Il est de la forme : x − iv = ∆(µ) + µ e−iω [ω = ω(µ, χ)]
on en de´duit dx dv = (1 + ∆′ cosω)µ dωdχ dµ dχ. [Il faut passer de s, t a` z, z¯, z = µ e
i χ.] Comme on a
dσ = dxdvV 2 =
Uf
J µ dµ dχ, on a :
(1 + ∆′ cosω)
dω
dχ
=
Uf
J
V 2 → ω = χ+ (h2λ+ 2h2 − ℓ2)µ sinχ
2S = x− iv = µ e−iχ +
µ2
2
(h2λ+ 2h2 − ℓ2)(e−2iχ − 1) + ∆(µ) .
Rappel du proble`me
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Comme pour les configurations pre´ce´demment traite´es, un petit parame`tre ε (le rapport d’aspect inverse)
caracte´rise l’e´cart de la configuration conside´re´e au cylindre circulaire infini. Pour ε nul, l’instabilite´ est
marginale, et il s’agit de de´terminer, a` l’ordre significatif en ε, l’expression du re´servoir d’e´nergie δw.
Comme dans les autres cas, cet ordre est en ε4 par rapport a` l’e´nergie – positive – associe´e a` une pertur-
bation arbitraire. Puisque nous ne cherchons pas a` obtenir la perturbation elle-meˆme, nous pouvons profiter
des proprie´te´s variationnelles de δw pour limiter la recherche de la fonction d’essai a` un de´veloppement en
ε moins pousse´. Si la perturbation minimisante exacte est ξ˜, si la fonction d’essai est de la forme ξ˜ + δξ,
l’erreur sur δw sera δw(δξ). Cette erreur doit eˆtre d’ordre supe´rieur a` ε4. Cette condition sera remplie en
imposant a` l’erreur ξ deux contraintes :
1) d’une part les composantes non contraintes de l’erreur δξ seront d’ordre au moins e´gal a` ε3ξ0 (soit ε
6
au carre´)
2) d’autre part les composantes de l’erreur qui entrent dans δw par une contribution en ε2 seront d’ordre
au moins e´gal a` ε2.
En d’autres termes, si ξ˜ satisfait l’e´quation d’Euler F (ξ˜) = 0, on imposera a` la fonction d’essai ξ˜ + ξ de
satisfaire F (ξ˜ + ξ) = 0(ε3).
Une me´thode de re´solution dite “alterne´e” est expose´e dans l’Annexe C. Une me´thode plus spe´cifique
dite “directe” est expose´e ci-apre`s.
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La me´thode directe
Son application est limite´e au kink interne. Elle consiste a` construire une fonction d’essai pour le principe
d’e´nergie qui soit d’emble´e exacte jusqu’a` l’ordre requis. Ceci est possible parce que jusqu’a` cet ordre elle
est essentiellement inde´pendante de l’e´quilibre et qu’on peut donc s’appuyer sur le cas simple ou` le champ
se re´duit a` ~B = ~U .
Cette fonction ~ξ sera obtenue comme la somme de trois parties : ~ξ = ~ξ0 + ~ξ1 + ~ξ2 (l’indice rappelant le
mode dominant dans chacune de ces parties).
1) La partie principale ~ξ1 (qui sera de´termine´e la premie`re) s’annule au-dela` de la surface re´sonante ; en
dec¸a`, elle est strictement inde´pendante de l’e´quilibre (ainsi d’ailleurs que ~ξ0).
2) ~ξ1 co¨ıncide a` l’ordre principal avec le kink interne du cylindre infini circulaire.
3) ~ξ0 est une contribution simple de l’harmonique m = 0 (une composante purement azimutale et uniforme).
[~ξ0 est inutile puisque ξ est de´fini a` un multiple de B pre`s. Ah, mais si, B va changer. Mais alors, il faut
l’introduire quand on change ~B.]
4) ~ξ2 ne contient que l’harmonique m = 2 (mais ξ1 en compte aussi). Il est plus petit d’un ordre que
l’harmonique m = 1 de ~ξ1. ~ξ2 est adapte´ pour que ~ξ satisfasse les conditions de continuite´ sur la re´sonance
et les conditions aux limites. Il de´pend entie`rement de l’e´quilibre particulier.
5) Chaque partie satisfait approximativement l’e´quation d’Euler, avec un re´sidu qui est en valeur absolue
d’ordre ε2 (par rapport a` Bm
|ξ|
ε ), aussi bien dans la direction azimutale que me´ridienne.
6) ~ξ1 et ~ξ0 seront exprime´s en coordonne´es he´lico¨ıdales, ~ξ2 en coordonne´es intrinse`ques.
Le tenseur de de´formation
On utilise l’identite´ alge´brique ge´ne´rale suivante :
Q+ J × ξ = B ·D −∇(ξ · B)
ou` le tenseur D est de´fini comme suit :
D = ∇ξ +∇Iξ − I div ξ
(en coordonne´es carte´siennes : Dij =
dξj
dxi
+ dξidxj −δij
∑
i
dξi
dxi
). La construction de ξ consistera essentiellement
a` re´duire l’ordre de D (le terme de pression ne pre´sentant pas de difficulte´). Ainsi φ sera essentiellement
e´gal a` −ξ · B.
On appellera tenseur me´ridient Dm l’ensemble des composantes purement me´ridiennes de D et tenseur
azimutal Du l’ensemble des autres composantes (D = Dm+Du). Il sera ne´cessaire de choisir ξ pour abaisser
Du a` l’ordre ε
3 et Dm seulement a` l’ordre ε
2 (il sera plus simple de dire qu’on annule Du exactement). Pour
cela nous calculerons d’abord les composantes de D sur la base S,U, T a` l’aide de la formule ge´ne´rale (A et
B quelconques) :
A ·D ·B = A∇(ξ · B) +B∇(ξ · A)− div [~ξ A · B] + ξ · A× rotB + ξ ·B × rotA .
Nous poserons : ξS = ξ · S, ξt = ξ · T , ξu =
i
k ξ · U
A∇ξ ·B +B∇ξ ·A−A ·B div ξ .
Appliquons la formule de la trace (valable pour une base orthonorme´e) :∑
Dii + div ξ = 0 .
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[A re´e´crire en coordonne´es norme´es et en base norme´e.] Elle donne ici
U ·D · U
U2
+
S ·D · T
V 2
+ div ξ = 0
(car XDX + V DV = SDT ). On obtient pour Du :
UDU = 2k2U2 ξu − div (~ξ U
2)
i
k
SDU = V 2
(
dξu
dS
−∆ ξu
)
− U2
(
1−
2hℓ
k
U
)
ξS
i
k
TDU = V 2
(
dξu
dt
+ L ξu
)
− U2
(
1 +
2hℓ
k
U
)
ξt .
Pour Dm on obtient [rotS = 0, rotT = 0, rotU 6= 0] :
SDS = 2V 2
(
dξS
dS
− L ξS
)
2V 2 = ST
TDT = 2V 2
(
dξt
dt
+ L ξt
)
−SDT = + h2 U(ξS + ξt) + 2k
2 V 2 ξu .
En e´crivant ~ξ = ~S ξt2V 2 +
~T ξS2V 2 − ik
~U ξuU2 on explicite U ·D · U sous la forme :
U ·D · U = k2 U2 ξu − U
V 2
2
[
d
dS
(
Uξt
V 2
)
+
d
dt
(
UξS
V 2
)]
+ L
U2
2
[ξt − ξS ]
div ξ = ~S∇
(
ξt
2V 2
)
+ ~T ∇
(
ξS
2V 2
)
+ k2 ξu .
Faux :
div ξ = V 2
[
d
dS
+ iK
d
du
]
ξt
2V 2
+ V 2
[
d
dt
− iK
d
du
]
ξB
2V 2
+ k2ξu .
La fonction d’essai (ξ1 et ξ0)
ξ1 sera choisi parmi les solutions exactes (a` trois ordres) de l’e´quation d’Euler relative au champ ~B0 = ~U .
Dans ce cas (qui est sans force mais pas sans courant) la composante ξ ·U ne joue aucun roˆle dans l’e´quation
d’Euler. Nous pouvons donc la fixer par la condition :
ξ · U + φ = 0
ce qui permet d’e´cire l’e´quation d’Euler :
U ·D = 0
(ce n’est pas une restriction re´elle : la solution ge´ne´rale s’obtient a` partir de la` en prenant φ = −ξ · U ,
puis en redonnant a` ξ · U une valeur arbitraire). A l’ordre le plus bas (et sans e´crire le facteur eiku) nous
devons imposer ξ · X = 1, ξ · V = −i, c’est-a`-dire ξ · S = 2, ξ · T = 0. D’autre part a` cet ordre φ (et
par suite ξi U = −φ) est ne´cessairement nul ; sinon Q
∗
u · Gu contiendrait une constante positive et δw ne
serait pas minimum ; cela correspondrait a` la pre´sence d’un mode m = 0 de compression qui se propagerait
ne´cessairement jusqu’a` la frontie`re. Par contre, un mode m = 0 de rotation (sans composante normale) est
acceptable jusqu’a` la re´sonance : il sera de´crit par ~ξ0, avec une valeur de ξu approprie´e est une valeur nulle
de φ (cette de´composition en ~ξ1 et ~ξ0 est indispensable pour clarifier les calculs).
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Revenant a` ξ1, il doit d’abord satisfaire l’e´quation d’Euler pour ~B0, c’est-a`-dire :
U ·D = 0 ,
ce qui donne [0(ε3ξ)] :
U ·D · U = 0 S ·D · U = 0 T ·D · U = 0 .
Pour les e´le´ments me´ridiens de D, compte tenu du comportement de ξ1 a` l’ordre le plus bas, ils sont
automatiquement d’ordre un. Mais il est ne´cessaire qu’ils soient d’ordre deux pour que ξ1 soit la solution
ge´ne´rale a` cet ordre. PuisqueK est d’ordre un et nul a` l’origine, on obtient pour SDS et TDT les conditions :
dξS
dS
(0) = 0
dξt
dt
(0) = 0 .
On verra que cet ensemble de conditions fixe ξ1 suffisamment. Il reste a` conside´rer SDT . D’apre`s son
expression, il sera d’ordre deux si h2 + k2 ξu = 0. Cela s’obtiendra en adjoignant a` ξ1 le terme ξ0 forme´
purement d’une composante azimutale (autrement dit ξ0 contient la modification de ξ · U qui e´tait a priori
arbitraire avec ~B0, et qui est approprie´e pour un champ quelconque). [Soit div ξ = 0 sur l’axe.] Donc pour
~ξ0 :
ξu0 = −
h2
k2
eiku ~ξ0 =
ih2
k
~U
U2
eiku .
Le de´veloppement limite´ de la solution
La solution ~ξ1 doit satisfaire les trois e´quations :
UDU = 0 , SDU = 0 , TDU = 0
et les conditions “initiales” sur l’axe magne´tique :
ξS = 2 , ξt = 0 , ξu = 0 ,
dξS
dS
= 0 ,
dξt
dt
= 0 .
Bien qu’elles ne de´terminent pas comple`tement ξ1, nous verrons que ces conditions suffisent a` fixer les
quantite´s qui jouent ulte´rieurement.
Une fac¸on simple de proce´der pour e´tudier la solution consiste a` e´liminer ξS et ξt et a` e´crire une e´quation
pour ξu de la forme :
x = S + t
d2ξu
dS dt
+A(x)
dξu
dS
+ B(x)
dξu
dt
+ C(x) ξu = 0 .
Les conditions initiales reporte´es sur ξu donnent :
ξu = 0
dξu
dt
= 0
d2ξu
dt2
= 0
dξu
dS
= 2
(
1−
2hℓ
k
)
,
d2ξu
dS2
= X .
Il est e´vident qu’il existe pour ξu un de´veloppement convenable (en commenc¸ant par
d2ξu
dS dt ), les termes en
Sp et tp (pour p ≥ 3) pouvant eˆtre choisis arbitrairement.
Cependant, pour obtenir les coefficients qui nous inte´ressent, il est un peu plus court de calculer directe-
ment ξS . On verra qu’il est suffisant de calculer sur l’axe :
1
2
d
dt
SDS =
d2ξS
dt dS
− 2
dL
dx
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(compte tenu des proprie´te´s de ξS , L = kK)
−
d
dS
SDT = +2h2
dU
dx
+ h2U
dξt
dS
+ 2 k2 V 2
dξu
dS
.
L’inconnue fondamentale est donc d
2ξS
dt dS .
Posons
X =
U
V 2
ξS Y =
U
V 2
ξt f = U −
2hℓ
k
U2 g = U +
2hℓ
k
U L = kK .
Les trois e´quations liant ξu, X , Y s’e´crivent :
(A)
i
k
SDU
V 2
=
dξu
dS
− L ξu − fX = 0
(B)
i
k
SDV
V 2
=
dξu
dt
+ L ξu − g Y = 0
(C)
2UDU
UV 2
= 2k2
U
V 2
ξu −
dY
dS
−
dX
dt
+ L(Y −X) = 0
(ξu(0) = 0, Y (0) = 0, X(0) = 2, (L(0) = 0)).
Une e´limination presque comple`te de ξu entre (A) et (B) re´sulte de la quasi-permutabilite´ des ope´rateurs
DS et Dt :
1
V 2
S∇ =
d
dS
− L et
1
V 2
T ∇ =
d
dt
+ L .
On multiplie (A) par ddt + L, (B) par
d
dS − L et on soustrait :
(D) −2
dL
dx
ξu −
d
dt
(fX) +
d
dS
(g Y )− L(fX + g Y ) = 0 .
On constate maintenant que (C) et (D) contiennent les meˆmes de´rive´es : dXdt et
dY
dS , qu’on peut se´parer
par combinaison et e´crire facilement en ξS et ξt :
(E) 0 =
dξS
dt
+ ξS
(
V 2
U
d
dx
U
V 2
+ L+
1
2U
df
dx
)
− ξt
1
2U
dg
dx
+ ξu
(
V 2
U2
dL
dx
− g
k2
U
)
(F) 0 =
dξt
dS
+ ξt
(
V 2
U
d
dx
U
V 2
− L+
1
2U
dg
dx
)
− ξS
1
2U
df
dx
+ ξu
(
−
V 2
U2
dL
dx
− f
k2
U
)
[dξSdt et
dξt
dS sont les bonnes inconnues puisqu’on fixe ξS pour t = 0 et ξt pour S = 0]. Nous avons besoin de
de´river (E) par rapport a` S. En fait, il suffit de le faire sur l’axe en substituant a` ξS ,
dξS
dS , ξt,
dξt
dS , ξu,
dξu
dS
les valeurs de´ja` connues. Pour dξudS et
dξt
dS , on les tire de (A) et (F) :
dξu
dS
= 2f
dξt
dS
=
df
dx
.
On obtient (en faisant U = V = 1 quand ils ne sont pas de´rive´s) :
0 =
1
2
d2ξS
dS dt
]
0
+
d
dx
(
V 2
U
d
dx
U
V 2
+ L+
1
2U
df
dx
)
−
1
4
df
dx
dg
dx
+ f
(
dL
dx
− g k2
)
[c’est bien c¸a la me´thode la plus rapide (pour abre´ger, poser DS =
d
dS − L, Dt =
d
dt + L)].
0 =
1
4
d
dt
SDS +
d
dx
(
V 2
U
dU
dx
+
V 2
2U
df
dx
)
−
1
4
df
dx
dg
dx
+
d
dx
(
1− V 2
U
dU
dx
+ V 2
d
dx
1
V 2
+
1− V 2
2U
df
dx
)
− fg k2 +
dL
dx
(2 + f)
8
0 =
1
4
d
dt
SDS − h2
d
dx
[
U
(
3
2
− δ U
)]
−
(
dU
dx
)2(
1
4
− δ2 U2
)
+ ℓ2
d
dx
[
(U2 − 1)
(
3
2
U − δ U2
)
+ 2U3
]
− k2(1− δ2) + k2(3− δ)
1−
1
V 2
= 1− r2 U2 =
ℓ2
h2
(U2 − 1)
0 =
1
4
d
dt
SDS + h4
(
3
2
− 2δ + δ2 −
1
4
)
+ k2
(
−2 δ2 −
δ2
4
+
δ3
2
+ 3 δ − 1
)
.
On a ξS =
V 2
Uf
(
d
dS − L
)
ξu avec[
2k2
U
V 2
−
(
d
dS
− L
)
V 2
Ug
(
d
dt
+ L
)
−
(
d
dt
+ L
)
V 2
Ug
(
d
dS
− L
)]
ξu = 0 .
Il suffit de remplacer ξu par
(
d
dS − L
)−1 Uf
V 2 ξS
1
2
d2ξS
dS dt
−
(
d
dx
U
V 2
)2
+
d2
dx2
U
V 2
+
d
dx
(
1
2U
df
dx
)
−
1
4
df
dx
dg
dx
+ (1 + f)
dL
dx
− fg k2 = 0 .
Par substitution des expressions U , V , f , g, L on obtient :
1
2
d2ξS
dS dt
= k2
(
1− 2δ +
9
4
δ2 −
δ3
2
)
− h4
(
5
4
− 2δ + δ2
)
1
4
d
dt
SDS =
1
2
d2ξS
dt dS
−
dL
dx
=
(
1−
δ
2
)2
(1−2δ) k2−h4
(
5
4
− 2δ + δ2
)
δ =
2hℓ
k
d
dS
SDT = − 4 k2(1− δ) + h4(3− 2δ) .
Si on inclut ξ0 dans la perturbation, on doit ajouter sa contribution a`
d
dS SDT .
De ~ξ0 =
ih2
k
~U
U2 e
iku on tire :
SD0 T = − 2 k
2 V 2 ξu = +2V
2 h2 eiku
d
dS
SD0 T = −4 ℓ
2 h2 = − k2 δ2 .
Au total de ξ0 et ξ1,
d
dS
SDT = −k2(2 − δ)2 + h4(3− 2δ)
On obtient la meˆme valeur pour ddS div ξ = +
d
dS
SDT
V 2 , du fait que le SDT total est d’ordre deux.
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Valeur re´siduelle de Dm
Puisqu’on annule les e´le´ments de D qui ne sont pas purement me´ridiens, seuls peuvent intervenir dans la
valeur re´siduelle de BD les e´le´ments DSS , Dtt et DSt. Nous allons pre´ciser leur contribution. Etant donne´
qu’ils ont e´te´ re´duits a` l’ordre final, et qu’ils seront multiplie´s par Q∗ avant d’eˆtre inte´gre´s dans δW , ils
peuvent eˆtre de´compose´s harmoniquement sur l’angle polaire de la section, en ne retenant que l’harmonique
homologue a` l’harmonique dominante de ξ.
Si nous de´finissons, a` l’aide du vecteur unite´ normal ~en et du vecteur unite´ tangent a` la section ~et les
vecteurs :
~M = ~en + i ~et et ~N = ~en − i ~et
et si on appelle α l’angle (~eX , ~en) on a :
~M = ~S e−iα ~N = ~T eiα
d’ou` l’on de´duit aise´ment :
4 i ~etD~en = e
−2iα SDS − e2iα TDT
−4~etD~et = e
−2iα SDS + e2iα TDT − 2TDS .
Les termes significatifs des re´sidus de SDS, TDT , SDT sont du 1er degre´ en S et t et varient donc angu-
lairement comme e−iα et eiα. D’autre part les termes qui contribuent au mode m = 1 dans Bm Dm sont les
termes en e−iα. On voit donc que TDT ne contribue pas, que SDS contribue par son terme en t et TDS
par son terme en S.
La contribution de ξ0
On a note´ plus haut que pour un champ B0 = U , la composante ξ · U ne contribue pas a` G. Autrement
dit
UD(ξ0) = ∇(ξ0 · U)
[ξ0 est-il paralle`le a` U ou a` B ? (Ici a` U , mais ne pourrait-on le prendre paralle`le a` B ?)] Par un champ
quelconque, on aura :
G(ξ0) = BD(ξ0)−∇(ξ0 ·B) (−(B∇)
−1 div ξ0∇p)
= f U ·D +BmD −∇(f ξ0 · U)
= (f − f0)U ·D +∇ [(f0 − f) ξ0 · U ] +Bm ·D
ou` f0 est une constante arbitraire.
Par la re´ciprocite´, on a Bm ·D · U = Bm∇(ξ0 · U), donc
Bm ·D =
~U
U2
Bm∇(ξ0 · U) +Bm ·Dm .
On a vu que dans Dm, ξ0 modifie seulement SDT , en le faisant passer a` l’ordre deux et en changeant un
peu les coefficients.
Les deux termes (f − f0)UD et
~U
U2 Bm∇(ξ0 · U), sont ne´gligeables : ils sont en effet d’ordre ε
3 f ξ dans
la direction me´ridienne et ε2 f ξ dans la direction azimutale (a` comparer a` ε2 f ξ et ε f ξ comme on le montre
plus loin). On retiendra donc seulement :
G(ξ0) = ∇ [(f0 − f) ξ0 · U ] +BmDm(ξ0)− (B∇)
−1 div ξ0∇p .
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Le calcul de δW
Soit l’expression :
δW =
1
2
∫
dτ Q∗ ·G
que nous appliquons a` la fonction d’essai ξ0 + ξ1 dans le domaine limite´ par la surface re´sonante (qk = 1)
on a
G = BD +∇[(f0 − f) ξ0 · U ]−∇(ξ1 · B)− (B∇)
−1 div ξ∇p .
A l’ordre deux, B ·D se re´duit a` BmDm(ξ0 + ξ1). Nous partageons l’inte´grant en deux parties :
G = G1 +G2
avec
G1 = BmDm − (p− p1) ~∇ η B∇η + div ξ = 0
G2 = −∇(ξ1 ·B) +∇[η(p− p1)]−∇[(f − f1) ξ0 · U ]
p1 : valeur de la pression a` la limite.
[On a remplace´ f0 par f1, valeur de f sur la surface re´sonante.] Nous allons montrer que les termes de
G1 sont d’ordre deux. G2 ne comporte que des gradients exacts qui donnent une inte´grale de surface par
inte´gration par parties. Indiquons d’abord que l’ordre significatif pour la composante me´ridienne de BD,
(B ·D)m, est l’ordre deux, (ε
2 f ξ) qui se combine avec l’ordre ze´ro (fξ) de Q∗m. Pour la composante azimutale
de BD, soit (BD)u, c’est l’ordre un (ε f ξ) qui est significatif, parce que Q
∗
u est d’ordre ε f ξ (comme on le
voit dans la me´thode alterne´e).
Donc les termes d’ordre supe´rieur a` ceux-la` sont ne´gligeables (comme on l’a dit pour ξ0).
Dans G1, BmDm est bien d’ordre ε
2 f ξ. Quant au second terme, il faut noter que div ξ est de l’ordre de
ξ et en outre constant a` l’ordre principal, donc η (en ξf ) est aussi constant a` l’ordre principal et ∇η reste de
l’ordre de ξf ; comme p est en ε
2f2, on a bien le meˆme ordre final.
On inte`gre par parties le terme contenant G2 et on obtient :
δW =
1
2
∫
dτ Q∗ ·G1 +
1
2
∫
dS ξ∗ · nB∇ [ξ1 · B] .
On va calculer se´pare´ment le terme de volume et le terme de surface.
Evaluation des termes de volume
Soit
δW =
1
2
∫
dτ Q∗mDmBm −
1
2
∫
dτ Q∗m · ∇η (p− p1) .
A l’ordre principal ou` ξ∗m est constant, on a :
Q∗m ∼ f
~U ∇ ξ∗m − ξ
∗
m∇
~Bm
avec
ξ∗m ∼ (~eρ + i ~eθ) e
iθ−iku |ξr| = |ξr| ~S e
−iku
[Bm = S, T , ξm = S, T , Qm = S, T , QmBmDm =], ce qui donne (par unite´ de longueur), pour le premier
terme:
δW1 = π |ξr|
2
∫ ρ1
0
ρ dρ |Bm|
{
−
d |Bm|
dρ
~eθ + i
|Bm|
ρ
~eρ − ikf(~eρ + i ~eθ)
}
· [Dm · ~eθ e
iθ] .
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En substituant |Bm| =
ρf
q et 〈Dm ·~eθ e
iθ〉 = − f2 k
2 [i α~eρ+(α+2β)~eθ] on obtient, apre`s une inte´gration par
parties sur q :
−δW1 = π |ξr|
2 f2 k4
{
α
∫ ρ1
0
ρ3 dρ
(
1
kq
− 1
)
+ β
∫ ρ1
0
ρ3 dρ
(
1
kq
− 1
)(
1
kq
+ 2
)}
.
Pour le terme de pression, on a :
− δW2 =
1
2
∫
dτ Q∗ · ∇η (p− p1)
=
1
2
∫
dτ (p− p1) div (ξ
∗∇η ~B − ~ξ∗B∇η)
=
1
2
∫
dτ (p− p1) div (~ξ
∗ div ξ)
=
1
2
∫
dτ (p− p1) [div ξ
∗
m div ξ + ξ
∗
m∇ div ξ] .
Or on a e´tabli
div ξ = −
S ·D · T
V 2
−
U ·D · U
U2
∼ + h2 eiku
et puisque div ξu ∼ div ξ0 = −h
2 eiku, div ξm ∼ 2 h
2 eiku. Enfin
ξ∗m∇ div ξ ∼
~S
V 2
∇
(
−
S ·D · T
V 2
−
U ·D · U
U2
)
= 4 k2β .
Au total, on a :
−δW 2 = ξ2r
(
h4
2k2
+ β
)
1
2
∫
dτ(p − p1) 4 k
2 .
Calcul du terme de surface
Ce terme s’e´crit :
δWS1 =
1
2
∫
dS ξ∗1 · nB∇(ξ1 · B) .
Cette inte´grale doit eˆtre effectue´e sur la surface magne´tique exacte ou` le mode m = 1 est re´sonant (kq = 1).
L’ope´rateur B∇ fait croˆıtre d’un ordre le second facteur, puisque l’harmonique m = 1 est dominante
dans ξ1. [D’accord mais avec quelle fonction-test ?] Et de ce fait, l’inte´grale prend automatiquement une
valeur d’ordre deux. [Laval : ψ et dψdn ou
dψ
dF .] Pour tirer parti correctement de cette proprie´te´, il suffit
d’effectuer cette partie du calcul en coordonne´es intrinse`ques de l’e´quilibre. Plus pre´cise´ment, on de´compose
harmoniquement en χ chacun des deux facteurs (a` l’ordre un). Dans le syste`me µ, u, χ on a :
B∇ = J
(
ik +
1
q
∂
∂χ
)
dS =
dτ |∇µ|
dµ
=
fµ |∇µ|
J
du dχ
δWS1 =
f
2
∫
du dχ (µ ξ∗1 ∇µ)
(
ik +
1
q
∂
∂χ
)
(ξ1 · B) .
Par unite´ de longueur en u (avec kq = 1)
δWS1 =
fk
2
∫
dχ [µ ξ∗1 ∇µ]
[
i
d
∂χ
− 1
]
[−i ξ1 · B]
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[ξ ·B et ξ ·∇F sont les 2 quantite´s continues (a` B∇ pre`s) sur la re´sonance.] L’harmoniquem = 1 ne contribue
pas. A l’ordre conside´re´, interviennent seulement m = 0 et m = 2. L’harmonique m = 0 ne joue pas (il n’y
a pas de mode de compression par construction, et le mode de rotation a e´te´ e´limine´ par ξ0).
Il reste donc seulement a` calculer l’apport du mode m = 2. On e´crira pour cela µ ξ∗1 · ∇µ et i ξ1 · B
d’abord dans les coordonne´es s, u, t, puis on effectuera le changement de coordonne´es en µ, u, χ. On pourra
d’ailleurs faire d’emble´e t = 0, puisque seuls les termes en 1, S, S2 contribueront significativement a` e−2iχ.
On peut e´crire (cf. Annexe C) :
i ξm = ∇W ×
~U
U2
∣∣∣∣∣ X = µ ξ · ∇µ = i ∂W∂χ
i ξ ·B = i ξ · Uf + i ξ · Bm =
f
q
[(
1 + i
∂
∂χ
)
ξu +
2hℓ
k
U2 i
∂W
∂χ
]
(expressions valables aux deux premiers ordres ; W et ξu n’ont pas de composante en m = 0. Par contre
iξ ·B en posse`de une d’ordre deux, qu’il faut supposer absorbe´e dans ξ0). Pour de´terminer W (S) on utilise
ξS =
V 2
U
∂W
∂S
− kKW W (S) = 2S + (2ℓ2 − h2)S2 .
D’autre part :
ξu = 2
(
1−
2ℓh
k
)
S + 2S2
[
ℓ2 − h2 −
ℓh
k
(2ℓ2 − 3h2)
]
U2 = 1− 2 h2S
2S = µ e−iχ +
µ2
2
e−2iχ(h2λ+ 2h2 − ℓ2) + · · ·
ce qui donne par substitution :
W = µ e−iχ +
µ2k2
2
e−2iχ
(
λ+
3
2
)
ξu = µ e
−iχ
(
1−
2hℓ
k
)
+
µ2h2
2
e−2iχ
[
λ+ 1−
2hℓ
k
(
λ+
1
2
)]
X∗ = µ ξ∗∇µ = µ2 h2 e2iχ
(
λ+
3
2
)
pour m = 2
+ i φ = −i ξ ·B = −fk µ2 h2 e−2iχ
[
3
2
(λ+ 1)−
hℓ
k
(
λ+
1
2
)]
pour m = 2
δWS1 = −π f
2k2µ4h4
[
3
2
(λ+ 1)−
hℓ
k
(
λ+
1
2
)](
λ+
3
2
)
.
Comple´ment de la solution
La solution comple`te doit satisfaire les conditions aux limites, ainsi que les conditions de continuite´ sur
la surface re´sonante : continuite´ de Q · ∇F et de B ·G (pression totale perturbe´e), autrement dit de B · ∇φ
pour une solution de l’e´quation d’Euler. Il est donc ne´cessaire d’ajouter a` ξ0+ ξ1 une troisie`me partie ξ2, qui
de´pendra de l’e´quilibre. Si on de´compose la solution en harmoniques de l’angle intrinse`que χ, l’harmonique
dominante m = 1 n’a pas de condition de continuite´ a` satisfaire et sera nulle au-dela` de la surface re´sonante
en raison des conditions aux limites. Pour l’harmonique m = 0, Q · ∇F et de B · G sont nuls sur cette
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surface, donc aussi au-dela` pour la meˆme raison que m = 1. Ainsi ~ξ2 ne contient qu’une harmonique m = 2,
de part et d’autre de la surface. Son amplitude est d’ordre ε devant ~ξ1. Il suffit par suite de la calculer a`
l’ordre principal me´ridien, suivant la me´thode de l’Annexe C. La contribution de ξ2 a` δW apparaˆıt comme
un terme de surface comple´mentaire. On a en effet (en n’e´crivant pas ξ0)
δW = δW (ξ1) + 2 δW (ξ1, ξ2) + δW (ξ2)
avec
δW (ξ1, ξ2) =
1
2
∫
dS ξ∗2n B∇(ξ1 · B)
δW (ξ2) =
1
2
∫
dS ξ∗2n(−B∇φ2)
puisque le terme de volume du couplage est d’ordre supe´rieur (a` condition d’e´crire l’inte´grant dans le sens
convenable). On doit de´terminer pour ξ2 la solution inte´rieure ξi et la solution exte´rieure ξe. Elles sont
fixe´es par les conditions a` remplir sur la re´sonance (ainsi que les conditions aux limites et les conditions de
passage sur une e´ventuelle surface re´sonante m = 2). On doit avoir sur la re´sonance :
Xi +X1 = Xe φ˜i + φ˜1 = φ˜e
(X = µ ξ∇µ, φ˜ = i φ) (X1 et φ˜1 e´tant les composantes m = 2 dans ~ξ1). Les conditions sur l’axe et sur
la frontie`re de´terminent les relations φ˜i = AXi et φ˜e = BXe (A et B de´pendent du profil de courant).
En calculant et en ajoutant les diffe´rents termes de surface, on montre aise´ment qu’on obtient le total en
remplac¸ant dans l’inte´grale de surface de ξ1 seul le produit ξ1 φ˜1 par ξe φ˜1 − ξ1 φ˜e, c’est-a`-dire :
[φ˜1 −AX1] [φ˜1 −BX1]
B −A
ce qui donne :
δWS = πkf
1
B −A
[φ˜1 −AX1] [φ˜1 −BX1]
avec
− φ˜1 = fk µ
2h2
[
3
2
(λ+ 1)−
hℓ
k
(
λ+
1
2
)]
X1 = µ
2h2(λ+ 3/2)
A et B sont calcule´s dans l’Annexe C. Pour m = 2 et kq = 1, on montre que :
A ou B = kf
[
1
4
µ
ξ∇µ
d
dµ
ξ∇µ+
hℓ
k
−
3
4
]
.
Pour un courant plat on a :[
1
4
µ
ξ∇µ
d
dµ
ξ∇µ
]
i
=
1
4
[
1
4
µ
ξ∇µ
d
dµ
ξ∇µ
]
e
= −
3
4
on posera donc
A = kf
(
hℓ
k
−
1
2
+ a
)
B = kf
(
hℓ
k
−
3
2
+ b
)
.
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En remplac¸ant d’autre part λ par λ˜− 34 −
hℓ
k , on obtient :
δWS = + π k
4f2µ4 ξ2r
h4
k2
[
λ˜+ a
(
λ˜+ 34 −
hℓ
k
)] [
3
4 −
hℓ
k + b
(
λ˜+ 34 −
hℓ
k
)]
1 + a− b
.
Regroupement des re´sultats
Pour condenser les formules nous mettons a` part le facteur de normalisation de δW qui est e´gal par unite´
de u a` πf2k4µ4 ξ2r . Et nous posons
hℓ
k
= δ .
Nous avons obtenu δW comme une somme de 3 termes :
1) un terme de courant : δW1 = α
S
4 + β
(
S
4 + T
)
avec
S = 4
∫ 1
0
z3 dz
(
1
kq
− 1
)
T =
∫ 1
0
z3 dz
(
1
k2q2
− 1
)
α = −(1− δ)2 (1− 4δ) +
h4
k2
(
5
4
− 4δ + 4δ2
)
β = −(1− δ)2 +
h4
k2
(
3
4
− δ
)
2) un terme de pression : δW2 = Y
P avec
P = 4
∫ 1
0
z dz
p− p1
B2m1
Y = β −
h4
2k2
= −(1− δ)2 +
h4
k2
(
1
4
− δ
)
3) un terme de surface
δW3 =
1
1 + a+ b
h4
k2
{
λ˜+ a
(
λ˜+
3
4
− δ
)}{
3
4
− δ + b
(
λ˜+
3
4
− δ
)}
avec λ˜ = T − δS + P .
Cet ensemble se met sous la forme :
k2
h4
δW =
[
λ˜+
S
2
] [
(1− 2δ)− (1 − δ)2
k2
h4
]
+
T
2
+
1
1 + a− b
{
a
(
3
4
− δ
)2
− b λ˜2 − ab
(
λ˜+
3
4
− δ
)2}
.
– Si on fait h = 0, (δ = 0), on retrouve le cylindre :
δW = −
(
λ˜+
S
2
)
= −
(
T + P +
S
2
)
= −
∫ 1
0
dz z3
(
1
k2q2
+
2
kq
− 3
)
− 4
∫
z dz
p− p1
B2m
.
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– Si on fait h
4
k2 = 0 mais δ 6= 0 (he´lice infinie, Stellarator) on obtient :
δW = −(1− δ)2
[
T + P +
(
1
2
− δ
)
S
] ∣∣∣∣∣ stable pour S > (T + P )S + 12
effet stabilisant pour δ > 0.
– Si on fait ℓ = 0, on retrouve le tore : (δ = 0)
k2 δW =
[
T + P +
S
2
]
[1− k2] +
T
2
+
9
16 a− b (T + P )
2 − ab
(
T + P + 34
)2
1− a− b
.
– Si on fait δ = 1 (e´quilibre sans courant)
Discussion – Interpre´tation
La formule contient deux sortes de parame`tres :
1) des parame`tres caracte´ristiques du profil de courant (et de pression). Ce sont les meˆme qu’en ge´ome´trie
torique, a` savoir : S, T, P, a, b
2) deux parame`tres de forme, un pour l’he´licite´ hℓ , l’autre pour la pe´riode normalise´e de la perturbation,
δ = hℓk
(
h4
k2 =
(
h
ℓ δ
)2)
, ou pe´riode des lignes magne´tiques re´sonantes, rapporte´e a` la pe´riode hk des lignes
magne´tiques d’un champ sans courant (lorsque le courant axial total duˆ au champ polo¨ıdal compense le
courant duˆ a` B = ~U). Ce champ correspond a` δ = 1 et constitue en fait le ve´ritable champ de re´fe´rence (le
champ en l’absence de plasma).
D’ailleurs on constate que pour δ = 1 (e´quilibre sans courant), δW est (a` un facteur pre`s) inde´pendant
de l’he´licite´.
1) Pour discuter le re´sultat obtenu, nous observerons d’abord l’effet de´stabilisant de la pression (a` travers le
terme b λ˜2 essentiellement) et nous examinerons ensuite ce qui se passe pour P = 0.
2) Nous supposerons le shear assez faible pour que a et b soient petits, ainsi que T et S. Nous retiendrons
les termes du premier ordre pour obtenir :
δW
4S
= −(1− δ)3 +
3h4
k2
(
δ2 −
3
2
δ +
29
48
)
ou` on a fait T ∼ 2S et a ∼ 4S (shear faible).
On ve´rifie que le coefficient de h
4
k2 est toujours positif. On pose donc
h4
k2 = δ
2 h2
ℓ2 et on a la condition de
stabilite´ :
h2
ℓ2
>
(1 − δ)3
3 δ2
{
δ2 − 32 δ +
29
48
} = F (δ)
d’ou` l’on de´duit que la condition est toujours remplie pour ε > 1 (he´licite´ des lignes magne´tiques inverse´e
par rapport a` U et courant principal inverse´).
Dans les autres cas, on peut s’assurer que la fonction F (δ) de´croˆıt de +∞ a` 0 quand δ varie de ze´ro a`
un, et de´croˆıt de +∞ a` ze´ro quand δ va de ze´ro a` −∞ (he´licite´ de meˆme signe). Il en re´sulte qu’une valeur
donne´e de h
2
ℓ2 stabilise tous les δ assez grands (en module) c’est-a`-dire les modes de pe´riode assez grande.
Et la stabilisation est d’autant meilleure que h
2
ℓ2 est e´leve´.
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Si on compare maintenant avec le cas de la ge´ome´trie torique (quasi-marginale), on remarque que la
stabilisation provient ici de nouveaux effets, a` savoir essentiellement :
1) du fait que la courbure
(
1
n2
)
est remplace´e par h
4
k2 qui peut eˆtre grand en pratique, meˆme pour une he´licite´
re´duite parce que le pas de l’he´lice peut eˆtre notablement plus court que le pas de la perturbation re´sonante
(des lignes magne´tiques), tandis que dans un tore ils sont ne´cessairement identiques. [Torsion?]
2) du roˆle de δ dans le formule, en particulier la stabilisation pour δ > 1.
Par exemple, pour δ → −∞ on a la condition :
−
1
δ
ℓ2
h2
< 2 +
a
4S + 4 b S +
ab
4S (4S + 1)
2
1 + a+ b
.
[Si on pose Q = 4Sδ − (2S + T + P ) et δ = 1 + η c¸a fait :
δW
k2
h4
= Q
[
η2
k2
h4
+ 1 + 2η
]
+
T
2
+ (1 + a+ b)−1
{
a
(
η +
1
4
)2
+ b (Q+ 2S)2 + ab
(
Q+ 2S + η +
1
4
)2}
.
Du 2e degre´ en Q ou en QS .]
Lorsque δ > 1 + P+T−2S4S le terme inde´pendant de
h2
ℓ2 est positif. Alors on est stable si
h4
k2 n’est pas trop
grand, ou si son facteur est positif aussi, c’est-a`-dire essentiellement b λ˜2 pas trop grand (on peut e´crire la
condition |b λ2| <).
Annexe A – Coordonne´es he´lico¨ıdales
Posons
∇u · ∇v
(∇v)2
=
hℓ(r2 − 1)
ℓ2 + h2r2
= K(r)
(
dK
dr2
= hℓU4
)
.
Soit
~X = ~∇x ~U = ~∇u−K~∇v =
ℓ ~ez + hr~eϕ
ℓ2 + h2r2
~V = ~∇v = h~ez −
ℓ
r
~eϕ .
Soit U = |~U | et V = |~V | = dxdr = |
~X|, ~X , ~U , ~V sont orthogonaux (mais non norme´s). (U2 = 1ℓ2+h2r2 ,
rUV = 1). [Commutateurs : (U, V ) = 0,
(
U, Rr
)
= ∇V 2 × V ,
(
R
r , V
)
= rot (V 2 ~U).]
On a div ~U = 0, div (U ~X) = 0, div ~V = 0, rot ~X = 0, rot ~V = 0, rot ~U = 2hℓU2 ~U .
On utilisera : dUdx = −h
2 U2
V 2 ,
dV
dx = −ℓ
2U3 V , K = hℓU2(r2 − 1), dKdx = −2hℓ
U3
V 2 , ∇S =
T
2 , ∇t =
S
2 . Avec
S = x−iV2 , t =
x+iV
2 on a :
x = S + t V = i(S − t)
d
dS
=
d
dx
+ i
d
dV
d
dt
=
d
dx
− i
d
dV
.
Soit ~S = ~X + i ~V , ~U , ~T = ~X − i ~V la base complexe. Toutes les quantite´s suivantes sont nulles :
~S2 , ~T 2 , ~S · ~U , ~T · ~U , rot ~S , rot ~T , div(U ~S) , div(U ~T ) , div ~U .
On a : ~S · ~T = 2V 2, plus |~U |2 = U2, rot ~U = 2hℓU2 ~U . [S∇S = 0, T∇T = 0.] On a encore ~S × ~U = −i U ~S
et ~T × U = i U ~T
~S∇f = V 2
[
∂f
∂S
+ iK
∂f
∂u
]
~U ∇f = U2
∂f
∂u
~T ∇f = V 2
[
∂f
∂t
− iK
∂f
∂u
]
S × T = 2i
V 2
U
~U .
Pour les quantite´s de l’e´quilibre ∂f∂u = 0, et pour les perturbations (
~ξ = eiku ~ξ(r, V )), ∂f∂u = ikf et
~U ∇f =
i k U2f . (Donner le tableau A∇B pour la base R,U, V .)
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Annexe B – Equilibres a` “cercles de´centre´s”
Comme en ge´ome´trie torique, les e´quilibres a` frontie`re circulaire ont des surfaces magne´tiques dont les
sections me´ridiennes sont des cercles de´centre´s, aux deux premiers ordres (du moins formellement, dans les
coordonne´es x et V qui ne sont pas de vraies distances). [C’est vrai aussi pour un cercle re´el, car l’ellipticite´
est petite.] A l’ordre principal, le flux F = F0 satisfait :
d2F0
dx2
+
d2F0
dV 2
+ 2hℓ f(F0) + f
df
dF
(F0) +
dp
dF
(F0) = 0 .
Posons x = ρ cos θ, V = ρ sin θ.
A cet ordre, les solutions a` frontie`re circulaire ne de´pendent que de ρ. Soit F0(ρ) l’une d’elles. On a :
(1)
d2F0
dρ2
+
1
ρ
dF0
dρ
+ 2hℓf(F0) + f
df
dF
(F0) +
dp
dF
(F0) = 0 .
A l’ordre suivant, comme tous les termes correctifs qui constituent le second membre sont en cos θ, il en est
de meˆme pour la modification a` apporter a` F0. Il est commode de chercher l’ensemble du flux modifie´ sous
la forme :
F = F (ρ, θ) = F0[ρ−∆(ρ) cos θ] = F0[σ(ρ, θ)] .
Le de´centrement ∆(ρ), d’ordre ερ, du “cercle” σ = cte (en re´alite´ une ellipse) sera re´gi par une e´quation
qu’on obtient en e´crivant que F satisfait l’e´quation d’e´quilibre aux deux premiers ordres. Par de´rivation de
l’expression de F , on a d’abord :
1
ρ
d
dρ
ρ
dF
dρ
+
1
ρ2
d2F
dθ2
−
(
d2F0
dσ2
+
1
σ
dF0
dσ
)
+ cos θ
[
F ′0 ∆
′′ + 2F ′′0 ∆
′ +
F ′0 ∆
′
ρ
]
6= 0(ε) .
D’autre part, en prenant σ pour argument de F0 dans (1), on a
d2F0
dσ2
+
1
σ
dF0
dσ
+ 2hℓ f(F0) + f
df
dF
+
dp
dF
(F ) = 0 .
Nous additionnons ces deux e´galite´s et nous de´duisons de leur somme l’e´quation de l’e´quilibre exact (qui
doit eˆtre valable pour F a` deux ordres). Nous obtenons :
cos θ
[
F ′0∆
′′ + 2F ′′0 ∆
′ +
F ′0 ∆
′
ρ
]
+ h2 U
dF
dx
+ (1 − V 2)L0 F + 2hℓ f(1− U
2) +
(
1−
1
U2
)
dp
dF
.
En retenant l’ordre principal (termes en cos θ), en multipliant par ρF ′0 et en inte´grant, il vient (L0 F ∼
F ′′ + 1ρ F
′) :
ρ1 F
′2
1 ∆
′
1 + ℓ
2 ρ21 F
′2
1 + h
2
∫ ρ1
0
dρ
[
ρF ′2 + 4hℓ ρ2fF ′ − 2ρ2
dp
dρ
]
= 0 .
Nous posons F ′ = −ρ fq (F
′ est ne´gatif) et z = pρ1 . Nous obtenons : hℓq1 = δ,
q1
q = Q,
dp
dz
1
F ′2
1
= P ′
−
∆′1
ρ1
= ℓ2 + h2
∫ 1
0
z3 dz
{
Q2 − 4δ Q− 2
1
z
P ′
}
.
La modulation du champ polo¨ıdal sur chaque surface magne´tique est lie´e directement au de´centrement. ~Bp
e´tant de la forme ~U × ~∇F (σ) avec σ = ρ−∆cos θ, la modulation relative de |Bp| est la somme de celle de
|U | et de celle de |∇F | (a` σ constant), c’est-a`-dire de ∇σ, ou de ∇ρ (1−∆′ cos θ) (car la contribution de ∇θ
n’intervient qu’au second ordre). Or |∇ρ| est module´ comme |∇x| et |∇V | c’est-a`-dire comme V (l’ellipticite´
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des “cercles”!), de sorte qu’au total |Bp| est module´ comme UV (1 − ∆
′ cos θ) ∼ 1 − (ρ + ∆′) cos θ. Nous
e´crivons cette expression sous la forme 1 + h2λρ cos θ en posant ∆′ + ρ (1 + λh2) = 0. Soit
λ+ 1 =
∫ 1
0
z3 dz {Q2 − 4δ Q} −
∫ 1
0
2z2 dz [P ′] .
Cette quantite´ interviendra dans la deuxie`me partie. Les e´quilibres obtenus sont valables lorsque la pertur-
bation de F reste petite devant F0 on constate que la modulation du champ polo¨ıdal est en h
2.
· · ·
On aboutit a` la meˆme conclusion par la minimisation de δW . En effet la contribution azimutale positive
Q∗u ·Gu doit eˆtre re´duite a` l’ordre ε
4, e´tant donne´ l’ordre du couplage de Q∗u et Gu avec Q
∗
m et Gm.
En ge´ome´trie he´lico¨ıdale, (2) s’e´crit :
U ·G = Bm∇(ξ · U)− f div [ξm U
2] + 2hℓU4 ξ · ∇F = 0(ε2) .
Puisqu’il y a un arbitraire dans ~ξ, on pourra supposer que ξ · U est d’ordre ε ξm, ou alors d’ordre ξm mais
constant a` cet ordre. De`s lors tous les termes autres que la divergence sont d’ordre ε2. (2) s’e´crit donc
div [ξm U
2] = 0(ε2) ou encore
(3) ξ = ∇W ×
~U
U2
+ 0(ε2) (ξ · U fait nul) .
Pour faire le pas suivant, on reporte l’expression (3) dans la composante me´ridienne de (1), qu’on va pouvoir
re´soudre aux deux premiers ordres (l’ordre ze´ro est l’analogue de l’ordre “cylindrique” usuel, l’ordre un est
celui des couplages de modes et aussi l’ordre ou` joue la pression).
Cette re´solution va donner ξ aux deux premiers ordres et en meˆme temps φ aux deux premiers ordres.
Bien entendu, a` l’ordre ze´ro, on peut choisir a` volonte´ le nombre d’ondes m du mode qu’on calcule.
On peut par exemple e´liminer φ en e´crivant :
(4) U · rotG = 0(ε2) avec (3).
En ne´gligeant des quantite´s d’ordre ε2 on trouve :
(5) −U · rotG = div
[
U2 ~∇m
(
B∇W
U2
)]
+∇W · rot ~Ju +∇p · rot [~U(B∇)
−1(∇W · rot)] .
Il est aussi ne´cessaire d’e´valuer les quantite´s qui interviennent dans les conditions de continuite´. Ce sont :
ξ · ∇F =
Bm∇W
U2
Bm ·G
U2
=
Bm∇φ
U2
= −∇F · ∇
(
B∇W
U2
)
+
Bm∇W
U2
J · U
U2
.
La composante de J·UU2 qui est e´gale a` 2hℓU
2 ne joue pas a` l’ordre principal dans l’e´quation d’Euler de W
parce que c’est une constante mais elle joue dans l’expression de φ.
A l’ordre principal, apre`s multiplication par iqkf2 , on obtient :
i
kf
dφ
dχ
=
(
i
kq
d
dχ
− 1
)
ρ
dW
dρ
+ 2
(
hℓ
k
−
1
qk
)
i
dW
dχ
.
Pour l’harmonique m, en introduisant ξ · ∇µ = imµ W
A =
iφ
ξ · ∇µ
= kf
µ
m
{(
1
kq
−
1
m
)
µ
ξ · ∇µ
d
dµ
(ξ · ∇µ) +
2hℓ
k
−
1
kq
−
1
m
}
.
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Une fois re´solue l’e´quation de W , on revient a` l’e´quation azimutale en y introduisant la valeur de φ qui
est maintenant comme aux deux premiers ordres. On doit donc satisfaire l’e´quation de U · G avec un
second membre, en tenant compte cette fois de tous les termes d’ordre ε2, avec des valeurs approche´es de ξ,
c’est-a`-dire exprime´es en W . Autrement dit la correction porte seulement sur div(ξm U
2).
Dans le cas du kink interne, il est ne´cessaire d’aller jusqu’a` ce stade (2 ordres me´ridiens, 3 ordres
azimutaux) pour construire la fonction-test. Pour obtenir la vraie perturbation singulie`re, il faut meˆme aller
au 3e ordre me´ridien (selon le meˆme principe ite´ratif). La formule (3) repre´sente ne´cessairement toutes
les solutions aux deux premiers ordres. (C’est par exemple une conse´quence e´vidente de UDU = 0). En
appliquant la formule Bm ·D · U = 0 on obtient (pour la solution particulie`re)
ξ ·Bm =
Bm∇(ξu)
U2
+
2hℓ
k
U2 i ξ · ∇F .
Au deux premiers ordres on peut remplacer i ξ∇F par 1U2 Bm∇W .
Annexe D – Sens de rotation des diffe´rentes he´lices
1) Pour de´finir une he´lice on choisit un axe (oriente´) 0z, un rayon r et une he´licite´ (avec un signe). [Sens
direct ou re´trograde ? (de´finir).] Sur un petit cercle de rayon r et d’axe 0z, on fixe une orientation (droite)
pour l’angle (ϕ), de telle fac¸on que le trie`dre er, eϕ, ez soit droit. On choisit un point arbitraire de l’he´lice.
L’he´licite´ fixe le rapport constant de l’accroissement de ϕ a` celui de z le long de l’he´lice. Si elle est positive,
l’he´lice est droite, si elle est ne´gative, l’he´lice est gauche.
2) L’he´lice (H) (l’axe magne´tique) a pour he´licite´ hℓ . [Toute he´lice de l’e´quilibre.] Puisque on prend h
toujours positif, (H) est droite pour ℓ > 0, gauche pour ℓ < 0. Si r, ϕ, z est droit, r, u, V est droit (le
jacobien valant un). Sur (H) V = −ℓϕ+ hz est fixe´.
3) Le syste`me intrinse`que µ, u, χ est droit (µ dµ du dχ = UV dr du dV ). Pour les lignes magne´tiques, le rayon
est µ, l’axe est u, l’angle est χ. Il faut donc conside´rer pour repe´rer les he´lices, le syste`me µ, χ, u qui est
gauche. On a u − qχ = cte sur une ligne. Donc une ligne magne´tique a` q positif est gauche. [La pe´riode
d’une ligne magne´tique est ∆u = 2πq = 2πk longueur 2π
(
1
Uk
)
rapport d’aspect kρ, hℓρε .]
4) Une perturbation re´sonante doit avoir l’he´licite´ d’une ligne magne´tique, donc eˆtre gauche si q est positif.
Cela se traduit par le fait que k a le meˆme signe que q. Son facteur de pe´riodicite´ est d’ailleurs ei(ku−qχ).
5) En conclusion, si hℓk ou hℓq est positif, la perturbation a une he´licite´ de signe oppose´ a` celle de l’axe ; si
hℓ
k est ne´gatif, les he´licite´s sont de meˆme signe.
6) De meˆme pour les courants principaux ~U [2hℓ f U2] et ~U V 2 LF . Le second est e´gal a` − ~U f
[
1
p
d
dρ
ρ2
q
]
V 2.
Il est de sens oppose´ au premier si hℓq > 0.
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